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TÓM TẮT
Bài báo trình bày một phương pháp mô phỏng mới cho bài toán quá độ điện từ trên đường dây
truyền tải có tổn hao, dựa trên việc kết hợp kỹ thuật sai phân hữu hạn miền thời gian với hàm bán
kính cơ sở (RBF-FDTD). Phương pháp này khắc phục hạn chế của FDTD truyền thống vốn dựa trên
khai triển chuỗi Taylor, bằng cách sử dụng các hàm RBF để xây dựng toán tử sai phân linh hoạt và
có độ chính xác cao hơn. Một giải thuật mới được đề xuất nhằm lựa chọn tham số hình dạng tối
ưu của RBF, giúp cân bằng giữa độ chính xác, ổn định số và hiệu quả tính toán. Thuật toán dựa trên
việc cực tiểu hóa sai số cục bộ thông qua ma trận trọng số và khai triển Taylor, cho phép xác định
giá trị tham số hình dạng mà không cần lời giải chính xác để tham chiếu. Phương pháp RBF-FDTD
được kiểm chứng qua nhiềumô hình đường dây với các điều kiện tải khác nhau, bao gồm tải thuần
trở, tải RC song song, tải RL và tải RLC song song. Kết quả mô phỏng cho thấy phương pháp tái
hiện chính xác dạng sóng quá độ, bám sát nghiệm tham khảo về biên độ, thời điểm phản xạ và đặc
tính cộng hưởng, đồng thời duy trì tính ổn định số trong điều kiện có tổn hao. So với FDTD truyền
thống, RBF-FDTD thể hiện ưu thế rõ rệt trongmô phỏng các mô hình không đồng nhất hoặc chứa
phần tử phân bố, nơi yêu cầu độ chính xác cao trong xấp xỉ đạo hàm. Những kết quả đạt được
khẳng định tiềm năng của RBF-FDTD như một công cụ mạnh mẽ và hiệu quả cho phân tích quá
độ trong hệ thống điện, đồng thời mở ra khả năng ứng dụng cho các cấu trúc phức tạp hơn như
mạng truyền tải nhiều nhánh, hệ thống nối đất và các hiện tượng quá độ do sét.
Từ khoá: Quá độ điện, đường dây truyền tải tổn hao, phương pháp sai phân hữu hạn miền thời
gian (FDTD), phương pháp RBF-FDTD, hàm bán kính cơ sở (RBF)
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Các dạng sóng quá độ của dòng điện và điện áp xuất hiện trên đường dây truyền tải trên 

không do các hiện tượng như sét đánh, sự cố ngắn mạch hay thao tác đóng cắt1–4. Những sóng 

quá độ này lan truyền dọc theo đường dây và tác động đến các thiết bị điện được nối vào hệ 

thống, bao gồm máy biến áp, máy phát điện, máy cắt và dàn tụ bù. Tùy thuộc vào thời gian 

tồn tại và biên độ đỉnh, chúng có thể gây hư hỏng nghiêm trọng cho cách điện, thiết bị, đồng 

thời làm gián đoạn việc cung cấp điện. Vì vậy, một trong những nhiệm vụ quan trọng của công 

tác vận hành đường dây truyền tải trên không và thiết kế cách điện kinh tế là mô phỏng chính 

xác các dạng sóng quá độ này. 

Trong những năm gần đây, nhiều phương pháp số tiên tiến5 đã được phát triển và ứng dụng 

rộng rãi để giải các phương trình vi phân riêng phần (PDE) và phương trình vi phân thường 

(ODE) trong nhiều lĩnh vực khoa học – kỹ thuật. Đối với các bài toán quá độ điện từ, các 

phương trình thường được giải trực tiếp bằng những kỹ thuật rời rạc hóa miền thời gian phổ 

biến như phương pháp sai phân hữu hạn trong miền thời gian (FDTD)6,7, phương pháp phần 

tử hữu hạn miền thời gian (FETD)8,9, phương pháp đường thẳng (MoL)10,11, phương pháp 

truyền đường (TLM)12 hay biến đổi wavelet13–15. Các phương pháp này đã chứng minh được 

tính ổn định, hiệu quả và độ chính xác cao trong việc tìm nghiệm số của các PDE phụ thuộc 

thời gian. 
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Trong số đó, FDTD được xem là một trong những phương pháp đơn giản nhất về mặt toán 

học, nhờ khả năng xấp xỉ đạo hàm theo thời gian và không gian trong cùng một bước tính. 

Phương pháp này cho phép giải PDE thông qua các sơ đồ ma trận hoặc quy trình lặp, và do đó 

được ứng dụng rộng rãi trong mô phỏng điện từ. Ngược lại, phương pháp MoL xử lý PDE theo 

hai giai đoạn: (i) xấp xỉ đạo hàm không gian bằng các biểu thức đại số (tương tự phương pháp 

sai phân hữu hạn) để chuyển PDE thành hệ ODE bán rời rạc theo biến thời gian, và (ii) giải hệ 

ODE này bằng phép tích phân theo thời gian. 

Khác với hai phương pháp trên, FETD được xây dựng dựa trên nguyên lý phần tử hữu hạn, 

trong đó nghiệm được mô tả bởi các hàm xấp xỉ cục bộ trên từng phần tử, mang lại tính linh 

hoạt cao trong mô hình hóa hình học phức tạp. 

Trong khi đó, TLM tiếp cận bài toán từ góc nhìn vật lý: thay vì xấp xỉ nghiệm toán học, 

phương pháp mô phỏng hiện tượng điện từ bằng một mạng điện tương đương gồm các phần tử 

tập trung, cho phép mô phỏng hiệu quả quá trình lan truyền tín hiệu trong các cấu trúc điện 

phức tạp. 

Gần đây, wavelet nổi lên như một công cụ mạnh trong giải các bài toán vi phân, nhờ khả 

năng biểu diễn tín hiệu cục bộ và hiệu quả tính toán cao. Phương pháp này đã được ứng dụng 

trong phân tích quá độ điện từ, hiện tượng biên và các thiết bị bán dẫn13. 

Bên cạnh đó, các phương pháp không lưới (meshless), đặc biệt là phương pháp hàm bán 

kính cơ sở (RBF – Radial Basis Function) đã trở thành một hướng nghiên cứu năng động trong 

thập kỷ qua16–20. Các phương pháp này thường mang lại độ chính xác cao hơn so với các kỹ 

thuật số cổ điển, nhờ đó thu hút được sự quan tâm ngày càng lớn trong cộng đồng nghiên cứu 

PDE. 

Một số mở rộng đáng chú ý là phương pháp vi phân bình phương kết hợp hàm bán kính cơ 

sở (RBF-DQ - Radial Basis Function - Differential Quadrature)21 và phương pháp vi phân hữu 

hạn kết hợp hàm bán kính cơ sở (RBF-FD - Radial Basis Function - Finite Difference)22–25, đã 

được áp dụng cho các bài toán 1-D và 2-D. Tuy nhiên, việc ứng dụng các biến thể RBF này 

cho các bài toán phụ thuộc thời gian, đặc biệt trong phân tích quá độ điện, vẫn còn hạn chế. 

Trong nghiên cứu này, chúng tôi phát triển phương pháp RBF-FDTD, trong đó các đạo hàm 

bậc nhất và bậc hai theo thời gian và không gian được xấp xỉ bằng các hàm RBF dạng MQ, IQ, 

IMQ và GA. Phương pháp được xây dựng dựa trên cơ sở lý thuyết phương pháp vi phân hữu 

hạn đa bình phương (MQ-FD - Multiquadric Finite Difference) trong miền không gian được 

trình bày trong25, và được áp dụng để mô phỏng dạng sóng quá độ trên mạch điện, đường dây 

truyền tải và phân phối điện áp cao trong miền thời gian26. 

Một yếu tố then chốt trong việc áp dụng RBF là lựa chọn tham số hình dạng (shape 

parameter), yếu tố ảnh hưởng trực tiếp đến độ chính xác và tính ổn định số của nghiệm. Cho 

đến nay, việc xác định giá trị tối ưu của tham số này vẫn là một vấn đề mở. Nhằm nâng cao độ 

chính xác tính toán, nghiên cứu này áp dụng thuật toán chọn tham số hình dạng tối ưu được đề 

xuất bởi Victor Bayona và cộng sự27, dựa trên việc cực tiểu hóa sai số xấp xỉ trong phương 

pháp RBF-FDTD. 
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        Phương pháp RBF–FDTD (Radial Basis Function – Finite Difference Time Domain) là một 

sự kết hợp giữa phương pháp sai phân hữu hạn trong miền thời gian (FDTD) truyền thống và hàm 

bán kính cơ sở (RBF). Do xuất phát từ nguyên lý không lưới (mesh-free) – một hướng tiếp cận 

mới có tiềm năng tạo ra bước tiến lớn trong tính toán số hiện đại – phương pháp RBF sở hữu 

nhiều ưu điểm nổi bật như: độ chính xác cao, thời gian tính toán ngắn do ma trận trọng số có dạng 

sẵn và độc lập với quá trình tính toán, cùng với cấu trúc ma trận đơn giản, dễ quản lý và có thể 

linh hoạt điều chỉnh tùy theo từng bài toán cụ thể. Nhờ những đặc tính đó, RBF ngày càng được 

quan tâm và ứng dụng rộng rãi trong việc xấp xỉ đạo hàm và giải các phương trình vi phân riêng 

phần (PDEs). 

Phương pháp RBF-FDTD được đề xuất bởi chúng tôi trong26 yêu cầu phải tìm 2 hệ số 

hình dạng tối ưu cx cho miền không gian và ct cho miền thời gian. Hai hệ số này được tìm bằng 

phương pháp xấp xỉ, sao cho sai số giữa kết quả điện áp cảm ứng với lời giải chính xác là nhỏ 

nhất. Điều này dẫn đến yêu cầu phải có lời giải chính xác làm tham chiếu, đồng thời thời gian và 

tài nguyên tính toán cần thiết để tìm đồng thời hai hệ số hình dạng tối ưu là rất lớn. Do đó, trong 

bài báo này, chúng tôi đề xuất một cách tiếp cận mới cho phương pháp RBF-FDTD: chỉ sử dụng 

hàm RBF để xấp xỉ các đạo hàm không gian, đồng thời đưa ra một giải thuật xác định hệ số hình 

dạng cx.   

Triển khai phương trình trên cho sơ đồ ba điểm cách đều 𝑥𝑖 − Δ𝑥, 𝑥𝑖 , và 𝑥𝑖 + Δ𝑥 trong 

không gian 1 chiều như trên Hình 1, tổng quát các biểu thức gần đúng RBF của đạo hàm bậc một 

và bậc hai được viết như sau: 

 

Hình 1. Mô hình 3 điểm cho xấp xỉ sai phân [Nguồn: Nhóm tác giả]. 

Hàm 𝑓(𝑥) có vi phân cấp 𝑘 tại nút 𝑥𝑗 được tính theo các hàm RBF như sau: 

          
𝑑𝑘𝑓

𝑑𝑥𝑘
 (𝑥𝑗) ≈∑𝑤𝑗,𝑖

(𝑘)𝑓(𝑥𝑖) 𝑣ớ𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑗 = 1,2, … , 𝑁 (1) 

       Trong đó 𝑁 là tổng số điểm lưới, 𝑓(𝑥𝑖) là giá trị của hàm 𝑓 tại điểm lưới 𝑥𝑖 và  

𝑤𝑗,𝑖
(𝑘)là các hệ số trọng số gắn với đạo hàm bậc 𝑚 tại điểm 𝑥𝑗 và được tính bằng cách 

sử dụng nội suy RBF. Triển khai công thức trên cho sơ đồ ba điểm cách đều 𝑁 = 3 của 

TỔNGQUAN VỀ PHƯƠNG PHÁP RBF-FDTD

Phương pháp RBF-FDTD
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𝑥𝑖  − Δ𝑥, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖 + Δ𝑥 trong miền 1-D, viết được biểu thức tổng quát của xấp xỉ RBF-FD 

của đạo hàm cấp một và cấp hai như sau: 

Đạo hàm cấp 1: 

𝑓′(𝑥𝑖) ≈ 𝑤1
(1)𝑓(𝑥𝑖 − Δ𝑥) + 𝑤2

(1)𝑓(𝑥𝑖) + 𝑤3
(1)𝑓(𝑥𝑖 + Δ𝑥) (2)                             

Đạo hàm cấp 2:                                         

𝑓′′(𝑥𝑖) ≈ 𝑤1
(2)𝑓(𝑥𝑖 − Δ𝑥) + 𝑤2

(2)𝑓(𝑥𝑖) + 𝑤3
(2)𝑓(𝑥𝑖 + Δ𝑥) (3)                

Hai phương trình tuyến tính (2) và (3) có thể được viết lại dưới dạng ma trận sau: 

𝐀 = 𝚿𝒘(𝟏) (4)                                                                                             

và 

         𝐁 = 𝚿𝒘(𝟐) (5) 

Với A là 1 vector [3 × 1] chứa các phần tử 𝑓′ (‖ −𝑥𝑗‖2), và B cũng là 1 vector [3 × 1] 

chứa các phần tử của 𝑓′′ (‖ −𝑥𝑗‖2). Ma trận hệ thống 𝚿 [3 × 3] chứa các trọng số của 𝑤𝑖,𝑗 =

𝑓 (‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2). Do đó, các hệ số trọng số chưa biết trong (4) và (5) sẽ được tính toán theo công 

thức: 

𝑤(1) = 𝚿−𝟏𝐀 (6) 

và  

𝑤(2) = 𝚿−𝟏𝐁 (7) 

Có thể nhận thấy rằng bằng cách sử dụng các hàm GA, MQ, IQ và IMQ, như được trình 

bày trong Bảng 1 cho hàm Φ(‖ −𝑥𝑗‖2), ta sẽ tìm các hệ số chưa biết của (𝑤(1)𝐺𝐴, 𝑤(2)𝐺𝐴), 

(𝑤(1)𝑀𝑄 , 𝑤(2)𝑀𝑄), (𝑤(1)𝐼𝑄, 𝑤(2)𝐼𝑄), (𝑤(1)𝑀𝑄 , 𝑤(2)𝑀𝑄). Phần tính toán tham khảo cho hàm GA 

được trình bày tiếp sau đây, các dạng hàm MQ, IQ và IMQ được tính toán tương tự. 

Bảng 1: Các dạng hàm RBF [28] 

Kiểu hàm RBF Biểu thức 

GA (Gaussians) 𝑒
−
(Δ)2

𝑐2  

IMQ (Inverse Multiquadrics) 

1

√(Δ)2 + 𝑐2
 

IQ (Inverse Quadrics) 
1

(Δ)2 + 𝑐2
 

MQ (Multiquadrics) √(Δ)2 + 𝑐2 

Δ: khoảng cách từ nút x𝑗 đến điểm lân cận x𝑖, 𝑐: hệ số hình dạng tối ưu. 
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Với công thức hàm GA được trình bày trong Bảng 1, đạo hàm bậc nhất và bậc hai đối với biến 𝑥 

được trình bày như sau: 

𝑓′(𝑥𝑖) =
−2𝑟

𝑐2
𝑒
−𝑟2

𝑐2 , (8) 

𝑓′′(𝑥𝑖) =
2

𝑐2
(
2𝑟2

𝑐2
− 1) 𝑒

−𝑟2

𝑐2 . (9) 

Thế (8) vào (2), và (9) vào (3), tập trung tại ba điểm 𝑥𝑖 − Δ𝑥, 𝑥𝑖, và 𝑥𝑖 + Δ𝑥, ta thu được hai 

hệ phương trình tuyến tính được trình bày dưới dạng ma trận sau: 

[
 
 
 
 
−2Δ𝑥

𝑐2
𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2

0
2Δ𝑥

𝑐2
𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2
]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 1 𝑒

−Δ𝑥2

𝑐2 𝑒
−4Δ𝑥2

𝑐2

𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2 1 𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2

𝑒
−4Δ𝑥2

𝑐2 𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2 1 ]
 
 
 
 

[

𝑤1
(1)𝐺𝐴

𝑤2
(1)𝐺𝐴

𝑤3
(1)𝐺𝐴

] , (10) 

và  

[
 
 
 
 
 
 
2

𝑐2
(
2Δ𝑥2

𝑐2
− 1) 𝑒

−Δ𝑥2

𝑐2

−2

𝑐2

2

𝑐2
(
2Δ𝑥2

𝑐2
− 1) 𝑒

−Δ𝑥2

𝑐2

]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 1 𝑒

−Δ𝑥2

𝑐2 𝑒
−4Δ𝑥2

𝑐2

𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2 1 𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2

𝑒
−4Δ𝑥2

𝑐2 𝑒
−Δ𝑥2

𝑐2 1 ]
 
 
 
 

[

𝑤1
(2)𝐺𝐴

𝑤2
(2)𝐺𝐴

𝑤3
(2)𝐺𝐴

] (11) 

Ta có thể viết lại phương trình (10) và (11) như sau 

𝐀𝐺𝐴 = 𝚿𝐺𝐴𝒘
(1)𝐺𝐴 (12) 

                                                                       

và 

𝐁𝐺𝐴 = 𝚿𝐺𝐴𝒘
(2)𝐺𝐴 (13) 

Các hệ số trọng số chưa  biết trong phương trình (12) và (13) sẽ được tính theo công thức: 

𝒘(1)𝐺𝐴 = 𝚿𝐺𝐴
−1𝐀𝐺𝐴 , (14) 

𝒘(2)𝐺𝐴 = 𝚿𝐺𝐴
−1𝐁𝐺𝐴. (15) 

Áp dụng các quy trình tính toán trên  tươngtự cho các hàm MQ, IQ và IMQ, ta có thể tìm thấy 

các hệ số trọng số chưa biết của (𝑤(1)𝑀𝑄 , 𝑤(2)𝑀𝑄), (𝑤(1)𝐼𝑄, 𝑤(2)𝐼𝑄) và (𝑤(1)𝐼𝑀𝑄 , 𝑤(2)𝐼𝑀𝑄). 

Sau khi đã tính được các trọng số 𝑤𝑖
(𝑘)

, ta tính xấp xỉ đạo hàm riêng bậc 1 và bậc 2 của 𝑉(𝑥, 𝑡) 

theo 𝑥 tại điểm (𝑥𝑖 , 𝑡𝑗) như sau: 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 𝑤3

(1)(∆𝑥, 𝑐𝑥)(𝑉𝑖+1 
𝑗
− 𝑉𝑖−1

𝑗
) (16) 

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
= 𝑤3

(2)(∆𝑥, 𝑐𝑥)𝑉𝑖+1
𝑗
− 𝑤1

(2)(∆𝑥, 𝑐𝑥)𝑉𝑖−1
𝑗
+ 𝑤2

(2)(∆𝑥, 𝑐𝑥)𝑉𝑖
𝑗 (17) 
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Tương tự ta xấp xỉ đạo hàm riêng bậc 1 và bậc 2 của 𝐼(𝑥, 𝑡) theo 𝑥 tại điểm (𝑥𝑖 , 𝑡𝑖) như sau: 

𝜕𝐼

𝜕𝑥
= 𝑤3

(1)(∆𝑥, 𝑐𝑥)(𝐼𝑖+1 
𝑗

− 𝐼𝑖−1
𝑗
) (18) 

𝜕2𝐼

𝜕𝑥2
= 𝑤3

(2)(∆𝑥, 𝑐𝑥)𝐼𝑖+1
𝑗
−𝑤1

(2)(∆𝑥, 𝑐𝑥)𝐼𝑖−1
𝑗
+ 𝑤2

(2)(∆𝑥, 𝑐𝑥)𝐼𝑖
𝑗 (19) 

Trong trường hợp có kết quả chính xác để tham chiếu, phương pháp tìm hệ số hình dạng tối ưu 

𝑐 thường được sử dụng là xấp xỉ giá trị c sao cho sai số là nhỏ nhất29: 

‖𝐸(𝑐∗)‖∞ = 𝑚𝑖𝑛𝑐‖𝐸(𝑐
∗)‖∞ = 𝑚𝑖𝑛𝑐‖𝑢 − 𝑢(𝑐)‖∞ (20) 

với 𝑢 là lời giải chính xác và 𝑢(𝑐) là lời giải RBF. 

Tuy nhiên, trong các bài toán thực tế, giá trị 𝑐 không thể tính được từ công thức trên vì không 

có kết quả chính xác để tham chiếu. Do đó, [27] đã đề xuất một phương pháp khác để xấp xỉ 

giá trị 𝑐 như sau: 

‖𝐸(𝑐∗)‖∞ = 𝑚𝑖𝑛𝑐‖𝑃
−1(𝑐)𝜖(𝑐)‖∞ (21) 

với 𝑃(𝑐) là ma trận thưa 𝑁𝑋 × 𝑁𝑋 có các phần tử là các trọng số 𝑤𝑖
(𝑘) và 𝜖(𝑐)  =  𝑢′𝑅𝐵𝐹 −

𝑢′𝐹𝐷𝑇𝐷 là sai số cục bộ. 

Tổng quát, phương trình đường dây đường dây dài có tổn hao được trình bày như sau: 

{
−
𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝐺(𝑥, 𝑡)𝑉(𝑥, 𝑡) + 𝐶(𝑥, 𝑡)

𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

−
𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑅(𝑥, 𝑡)𝑉(𝑥, t) + 𝐿(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

(22)               

Khai triển phương trình trên, ta thu được được: 

𝜕𝑉(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+
𝐺(𝑥, 𝑡)

𝐶(𝑥, 𝑡)
𝑉(𝑥, 𝑡) = −

𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

1

𝐶(𝑥, 𝑡)
(23) 

Kết hợp với phương trình (17), ta có: 

𝑤3
(1)(𝑉𝑖+1 

𝑗
− 𝑉𝑖−1

𝑗
)
∆𝑥

∆𝑡
+
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
(𝑉𝑖+1 

𝑗
− 𝑉𝑖−1

𝑗
) = −

𝜕𝐼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

1

𝐶(𝑥, 𝑡)
(24) 

Từ đó, ma trận trọng số P là ma trận chứa các tham số của V theo phương trình (24) và sẽ có 

dạng được trình bày như sau: 

Thuật toán tìm hệ số hình dạng tối ưu c

Ma trận trọng số P(c)
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δ𝑥

Δ𝑡
+
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
0 0 … 0 0 0

−
𝑤3
(1)

∆𝑡
−
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
0 −

𝑤3
(1)

∆𝑡
+
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
… 0 0 0

0 −
𝑤3
(1)

∆𝑡
−
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
0 … 0 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 … 0 −
𝑤3
(1)

∆𝑡
+
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
0

0 0 0 … −
𝑤3
(1)

∆𝑡
−
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
0 −

𝑤3
(1)

∆𝑡
+
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)

0 0 0 … 0 −
𝑤3
(1)

∆𝑡
−
𝐺(𝑥, 𝑡)

2𝐶(𝑥, 𝑡)
0

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Khai triển Taylor của hàm 𝑓(𝑥) tại điểm 𝑥0 có đạo hàm liên tục theo 𝑥: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +

1

2!
𝑓′′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)

2 +⋯+ 𝑅𝑛+1(𝜉) (25) 

Với 𝑅𝑛+1(𝜉) là số dư 

Giả sử hàm 𝑉(𝑥,𝑡) có đạo hàm liên tục theo 𝑥, 𝑡 đến cấp 4, ta có: 

𝑉(𝑥𝑖+1, 𝑡𝑗) = 𝑉(𝑥𝑖 + ∆𝑥, 𝑡𝑗) = 𝑉(𝑥𝑖 , 𝑡𝑗) + ∆𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+
1

2!
∆𝑥2

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+
1

3!
∆𝑥3

𝜕3𝑉

𝜕𝑥3
+ 𝑅4(𝜉) (26) 

𝑉(𝑥𝑖−1, 𝑡𝑗) = 𝑉(𝑥𝑖 − ∆𝑥, 𝑡𝑗) = 𝑉(𝑥𝑖 , 𝑡𝑗) − ∆𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑥
+
1

2!
∆𝑥2

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
−
1

3!
∆𝑥3

𝜕3𝑉

𝜕𝑥3
+ 𝑅4(𝜉) (27) 

Khi đó, 𝑢’𝑅𝐵𝐹 kết hợp với công thức (17) sẽ được tính là: 

𝑢′𝑅𝐵𝐹 = 𝑤3
(1)[𝑉(𝑥𝑖 + ∆𝑥) − 𝑉(𝑥𝑖 − ∆𝑥)] 

= 2𝑤3
(1) [𝑉′(𝑥𝑖)∆𝑥 +

𝑉(3)(𝑥𝑖)

3!
∆𝑥3 +

𝑉(5)(𝑥𝑖)

5!
∆𝑥5] (28) 

Và 𝑢’𝐹𝐷𝑇𝐷 = 𝑉′(𝑥𝑖). 

Từ đó, sai số 𝜖(𝑐) được xác định như sau 

𝜖(𝑐) = 𝑢′𝑅𝐵𝐹 − 𝑢
′
𝐹𝐷𝑇𝐷 

= 2𝑤3
(1) [𝑉′(𝑥𝑖)∆𝑥 +

𝑉(3)(𝑥𝑖)

3!
∆𝑥3 +

𝑉(5)(𝑥𝑖)

5!
∆𝑥5] − 𝑉′(𝑥𝑖) (29) 

Xấp xỉ sai phân cho hệ phương trình đường dây dài tổn hao (22), ta thu được  

{
 
 

 
 𝐼𝑥+1/2

𝑡 − 𝐼𝑥−1/2
𝑡

Δ𝑥
= −𝐺𝑉𝑥

𝑡 − 𝐶
𝑉𝑥
𝑡+1/2

− 𝑉𝑥
𝑡−1/2

Δ𝑡

𝑉𝑥+1
𝑡+1/2

− 𝑉𝑥
𝑡+1/2

Δ𝑥
= −𝑅𝐼𝑋+1/2

𝑡+1/2
− 𝐿

𝐼𝑥+1/2
𝑡+1/2

− 𝐼𝑥+1/2
𝑡

Δ𝑡

(30) 

Lấy trung bình các giá trị theo thời gian: 

 𝝐(𝒄)  Sai số cục bộ

ÁP DỤNG PHƯƠNG PHÁP RBF-FDTD TÍNH ĐIỆN ÁP QUÁĐỘ TRÊN ĐƯỜNG
DÂY
Phương pháp RBF-FDTD cho phương trình đường dây truyền tải
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{
 
 

 
 𝐼𝑥+1/2

𝑡 − 𝐼𝑥−1/2
𝑡

Δ𝑥
= −𝐺

𝑉𝑥
𝑡+1/2

+ 𝑉𝑥
𝑡−1/2

2
− 𝐶

𝑉𝑥
𝑡+1/2

− 𝑉𝑥
𝑡−1/2

Δ𝑡

𝑉𝑥+1
𝑡+1/2

− 𝑉𝑥
𝑡+1/2

Δ𝑥
= −𝑅

𝐼𝑥+1/2
𝑡+1 + 𝐼𝑥+1/2

𝑡

2
− 𝐿

𝐼𝑥+1/2
𝑡+1/2

− 𝐼𝑥+1/2
𝑡

Δ𝑡

(31) 

 

Hệ phương trình (31) được viết lại như sau: 

{
  
 

  
 
𝑉𝑥
𝑡+1/2

= [

𝐶
Δ𝑡
−
𝐺
2

𝐶
Δ𝑡
+
𝐺
2

] 𝑉𝑥
𝑡−1/2

− [
1

𝐶
Δ𝑡
+
𝐺
2

]
𝐼𝑥+1/2
𝑡 − 𝐼𝑥−1/2

𝑡

Δ𝑥

𝐼𝑥+1/2
𝑡+1 = [

𝐿
Δ𝑡
−
𝑅
2

𝐿
Δ𝑡
+
𝑅
2

] 𝐼𝑥+1/2
𝑡 − [

1

𝐿
Δ𝑡
+
𝑅
2

]
𝑉𝑥+1
𝑡+1/2

− 𝑉𝑥
𝑡−1/2

Δ𝑥

(32) 

Trong phần này, chúng tôi sẽ tính toán điều kiện biên theo các dạng mô hình tải 𝑅𝐿 và nguồn 

𝑉𝑔, 𝑅𝑔 chính xác bậc hai cho đường truyền như trên Hình 2.  

 

Hình 2. Mô hình tải và nguồn chính xác bậc hai cho đường truyền có độ dài hữu hạn 29. 

Áp dụng định luật Kirchhoff cho Hình 2. tại nút 1, ta có 

𝑉𝑔
𝑡

𝑅𝑔
= 𝐼1

𝑡 +
𝐶Δ𝑥

2

𝜕𝑉1
𝑡

𝜕𝑡
+
𝑉1
𝑡

𝑅𝑔
 

→
𝑉𝑔
𝑡+1/2

+ 𝑉𝑔
𝑡−1/2

2𝑅𝑔Δ𝑥
=
𝐼1
𝑡

Δ𝑥
+ 𝐶

𝑉1
𝑡+1/2

+ 𝑉1
𝑡−1/2

2Δt
+
𝑉1
𝑡+1/2

+ 𝑉1
𝑡−1/2

2𝑅𝑔Δ𝑥
(33) 

     Sắp xếp lại, ta được: 

𝑉1
𝑡+1/2

= [
𝑅𝑔
𝐶Δ𝑥
2Δt

−
1
2

𝑅𝑔
𝐶Δ𝑥
2Δt

+
1
2

]𝑉1
𝑡−1/2

− [
1

𝑅𝑔
𝐶Δ𝑥
2Δt

+
1
2

] [𝑅𝑔𝐼1
𝑡 −

𝑉𝑔
𝑡+
1
2 + 𝑉𝑔

𝑡−
1
2

2
] (34) 

Tương tự cho phía cuối đường dây (phụ tải): 

𝑉𝑋
𝑡+1/2

= [
𝑅𝐿
𝐶Δ𝑥
2Δt

−
1
2

𝑅𝐿
𝐶Δ𝑥
2Δt

+
1
2

] 𝑉𝑋
𝑡−1/2

− [
1

𝑅𝐿
𝐶Δ𝑥
2Δt

+
1
2

] 𝑅𝐿𝐼1
𝑡 (35) 

Trong các trường hợp hệ số R và G của đường dây bằng 0, do đó, phương trình đường dây rút 

gọn thành: 

Điều kiện biên

Kết hợp với các hệ số hàm RBF
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𝑉𝑥
𝑡+
1
2 = 𝑉𝑥

𝑡−
1
2 − ∆𝑡

𝐼
𝑥+

1
2

𝑡 − 𝐼
𝑥−
1
2

𝑡

𝐶∆𝑥
(36) 

 

𝐼
𝑥+
1
2

𝑡+1 = 𝐼
𝑥+
1
2

𝑡 − ∆𝑡
𝑉𝑥
𝑡+
1
2 − 𝑉𝑥

𝑡−
1
2

𝐿∆𝑥
 (37) 

 

Đặt 𝑘𝑥 = 𝑤3
(1)

, với 𝑤3
(1)

là hệ số của các hàm GA, MQ, IQ hoặc IMQ, khi đó phương trình biến 

đổi thành 

𝑉𝑥
𝑡+
1
2 = 𝑉𝑥

𝑡−
1
2 − 2∆𝑡

𝐼
𝑥+
1
2

𝑡 − 𝐼
𝑥−
1
2

𝑡

𝐶𝑘𝑥
(38) 

 

𝐼
𝑥+
1
2

𝑡+1 = 𝐼
𝑥+
1
2

𝑡 − 2∆𝑡
𝑉𝑥
𝑡+
1
2 − 𝑉𝑥

𝑡−
1
2

𝐿𝑘𝑥
(39) 

 

Mô phỏng cho mô hình mạch đơn giản như Hình 3., với các thông số như sau: 

• 𝐶 = 100 𝜌𝐹/𝑚 ;  𝐿 =  250 𝑛𝐻/𝑚 ;  𝑑 = 10𝑚; 

• 𝑣𝑝 =
1

√𝐿𝐶
= 2 × 108𝑚/𝑠 ;  𝑣(𝑡) = 2𝑢(𝑡) 

• 𝑍𝑔 = 50Ω ;  𝑍𝐿 = 50Ω (Ví dụ 1) 𝑣à 𝑍𝑔 = 100Ω ;  𝑍𝐿 = 20Ω (Ví dụ 2) 

 

Hình 3: Mô hình đường dây tổn hao với tải thuần trở R29. 

Kết quả tính toán điện áp đầu và cuối đường dây cho Trường hợp 1 như trên Hình 3. 

 

 

KẾT QUẢMÔ PHỎNG
Trường hợp 1
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(a)                                                                   (b) 

 

                    (c)                                                                     (d) 

 

                                    (e)                                                                    (f) 

Hình 4: Kết quả điện áp tại đầu và cuối đường dây, 𝑍𝑔 = 50Ω ;  𝑍𝐿 = 50Ω: (a) Sai số 

của các hàm RBF [Nguồn: Nhóm tác giả]; (b) Kết quả tham khảo trong29; Kết quả từ lời 

giải RBF-FDTD mô phỏng bằng MATLAB với (c) Hàm GA, (d) Hàm IMQ, (e) Hàm 

IQ, (f) Hàm MQ [Nguồn: Nhóm tác giả]. 
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Từ kết quả tính toán cho thấy, phương pháp RBF-FDTD mới và phương pháp tìm hệ số hình 

dạng tối ưu 𝑐 đề xuất áp dụng tốt cho mô hình bài toán mạch điện đơn giản. Kết quả điện áp 

đầu và cuối đường dây bám sát kết quả chụp lại từ29 với hệ số hình dạng tối ưu 𝑐 được tính toán 

xấp xỉ sao cho giá trị sai số RBF là nhỏ nhất, như thể hiện trong Hình 4.a và Hình 5.a. 

Mô phỏng cho mô hình đường dây với tải là mạch RC song song như Hình 6., với các thông 

số như sau: 

• 𝐶 = 100 𝜌𝐹/𝑚 ;  𝐿 =  250 𝑛𝐻/𝑚 ;  𝑑 = 0.5𝑚; 

• 𝑣𝑝 =
1

√𝐿𝐶
= 2 × 108𝑚/𝑠 ;  

Trường hợp 2

Hình 5: Kết quả điện áp tại đầu và cuối đường dây, 𝑍𝑔 = 100Ω ; 𝑍𝐿 = 20Ω: (a) Sai số 

của các hàm RBF [Nguồn: Nhóm tác giả]; (b) Kết quả tham khảo trong29; Kết quả từ lời 

giải RBF-FDTD mô phỏng bằng MATLAB với (c) Hàm GA, (d) Hàm IMQ, (e) Hàm 

IQ, (f) Hàm MQ [Nguồn: Nhóm tác giả].
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• 𝑍𝑔 = 50Ω ;  𝑍𝐿 = 50Ω ;  𝐶𝐿 = 0.1𝑝𝐹 

 

Hình 6: Mô hình đường dây tổn hao với tải RC29. 

 

Kết quả tính toán điện áp cho mô hình mạch điện RC song song: 

 

Hình 7: Kết quả điện áp của mạch RC song song: (a) kết quả tham khảo trong29; (b) Kết 

quả từ lời giải RBF-FDTD mô phỏng bằng MATLAB [Nguồn: Nhóm tác giả]. 

Với mạch RC song song, kết quả cho thấy phương pháp RBF‑FDTD mô phỏng rất tốt mô 

hình mạch RC song song, khi đường cong điện áp thu được bám sát với kết quả tham khảo ở 

cả phân bố theo vị trí và giá trị đỉnh điện áp.  

Mô phỏng cho mô hình tải cảm ứng, với các thông số như sau: 

• 𝐶 = 100 𝜌𝐹/𝑚 ;  𝐿 =  250 𝜇𝐻/𝑚 (𝑍0 = 50Ω);  𝑑 = 0.1𝑚; 

• 𝑍𝐿 = 10Ω ;  𝐿𝐿 = 10𝑛H ;  𝑅𝑔 = 50Ω ;  Δ𝑥 = 0.0001𝑚 ;  Δ𝑡 = Δ𝑥/𝑣 = 5𝑝𝑠 

 

Hình 8: Mô hình đường dây tổn hao với tải RL29. 

Kết quả tính toán bằng phương pháp RBF-FDTD cho điện áp tại tải cảm ứng như trên Hình 9. 

Trường hợp 3
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(a) 

 

(b) 

Hình 9: Kết quả điện áp của đường dây truyền tải không đồng nhất với tải RL: (a) kết 

quả tham khảo trong29; (b) Kết quả từ lời giải RBF-FDTD mô phỏng bằng MATLAB 

[Nguồn: Nhóm tác giả]. 

Tương tự, kết quả mô phỏng cho thấy phương pháp RBF‑FDTD tái hiện chính xác đáp ứng 

điện áp – dòng của mạch tải RL, với dạng sóng bám sát kết quả tham khảo. Điều này khẳng 

định khả năng mô phỏng tốt các phần tử cảm thuần và đặc tính quá độ của phương pháp. 

Cuối cùng là mô phỏng cho mô hình đường dây truyền tải tổn hao với tải là mạch RLC song 

song như Hình 10, với các thông số như sau: 

• 𝐶 = 100 𝜌𝐹/𝑚 ;  𝐿 =  250 𝑛𝐻/𝑚 ;  𝑑 = 0.5𝑚; 

• 𝑣𝑝 =
1

√𝐿𝐶
= 2 ×

108𝑚

𝑠
;  𝑍0 = 50Ω 

• Giả sử 1 điện áp nguồn 𝑣(𝑡) = 𝑒−(𝑡−𝑡0)
2/𝑡𝑤

2
, 𝑡0 = 0.159𝑛𝑠, 𝑡𝑤 = 5𝑡0 

• Tải: 𝑅𝐿 = 100Ω ; 𝐿𝐿 = 25.33𝑛𝐻 ; 𝐶𝐿 = 1.0𝑝𝐹 

• Bước nhảy: Δ𝑡 =
𝑣𝑝

Δ𝑥
 

 

Trường hợp 4

Hình 10: Mô hình đường dây truyền tải không đồng nhất với tải RLC song song29  
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Kết quả tính toán điện áp cho mô hình mạch điện RLC song song: 

  

(a)                                                                                  (b) 

Hình 11: Kết quả điện áp của mạch RLC song song: (a) kết quả tham khảo trong29; (b) 

Kết quả từ lời giải RBF-FDTD  mô phỏng bằng MATLAB [Nguồn: Nhóm tác giả]. 

 

Với mạch RLC, kết quả từ RBF‑FDTD thể hiện sự trùng khớp rõ rệt với các phương pháp 

trước, đặc biệt ở tần số cộng hưởng và đáp ứng quá độ. Điều này chứng minh phương 

pháp đủ độ chính xác để mô phỏng các mạch có tính dao động phức tạp. Sự trùng khớp 

về hình dạng và xu hướng biến thiên theo thời gian chứng tỏ phương pháp này đảm bảo 

độ chính xác cao, đồng thời có tiềm năng thay thế hoặc bổ sung hiệu quả cho các phương 

pháp truyền thống trong phân tích mạch phân bố. 

Trong nghiên cứu này, một phương pháp mới là RBF-FDTD được áp dụng cho việc giải 

phương trình truyền sóng đường dây truyền tải có tổn hao. Nghiên này đã đạt được những 

điểm mới như sau: 

➢ Các xấp xỉ sai phân trong phương pháp FDTD truyền thống đã được thay thế 

bằng các xấp xỉ hàm RBF.  

➢ Một giải thuật để xác định giá trị tối ưu của thông số hình dáng đã được trình 

bày. Giải thuật này giúp cho việc lựa chọn chính xác thông số tối ưu và hàm 

RBF cho việc tính toán để đạt được lời giải có độ chính xác cao nhất. 

Do các kết quả tham chiếu không cung cấp giá trị số cụ thể, mà chỉ thể hiện dưới dạng đồ 

thị dạng sóng. 

Vì lý do đó, nghiên cứu chỉ có thể so sánh kết quả theo dạng sóng, đánh giá mức độ trùng 

khớp giữa nghiệm RBF-FDTD và nghiệm tham chiếu thông qua hình dạng, biên độ và 

thời điểm xuất hiện các đặc trưng quá độ. Cách tiếp cận này vẫn đảm bảo đánh giá được 

hiệu quả của phương pháp, đặc biệt trong bối cảnh bài toán không có lời giải giải tích 

hoặc dữ liệu số chi tiết. 

Tuy nhiên, các phát hiện của nghiên cứu vẫn cung cấp một cơ sở lý thuyết về phương 

pháp số và khả năng áp dụng phương pháp RBF-FDTD cho các bài toán quá độ có cấu 

KẾT LUẬN
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trúc phức tạp hơn, và các bài toán quá độ thực tế trong hệ thống điện như quá độ đường 

dây và mạng truyền tải, quá độ trên hệ thống nối đất, quá độ do ảnh hưởng của sét,... 

FDTD:  Finite-Difference Time-Domain 

FETD: Finite-Element Time-Domain Method 

GA: Gaussians 

IMQ: Inverse Multiquadrics 

IQ: Inverse Quadrics 

MoL:  Method of Lines  

MQ: Multiquadrics 

MQ-FD:  Multiquadric Finite Difference  

ODE: Ordinary Differential Equation  

PDE: Partial Differential Equation  

RBF: Radial Basis Function 

RBF-DQ: Radial Basis Function - Differential Quadrature  

RBF-FD:  Radial Basis Function - Finite Difference  

RBF‑FDTD: Radial Basis Function-based Finite-Difference Time-Domain 

TLM: Transmission Line Matrix Method 

Nghiên cứu được tài trợ bởi Đại học Quốc gia Thành phố Hồ Chí Minh (ĐHQG-HCM) trong 

khuôn khổ Đề tài mã số: B2024-20-26.

Các tác giả xin cam kết rằng không tồn tại bất kỳ xung đột lợi ích nào liên quan đến nghiên 

cứu, quá trình thực hiện, kết quả thu được hoặc việc công bố bài báo này. Tất cả các nguồn tài 

trợ, nếu có, đều đã được nêu rõ trong phần Lời cảm ơn và không ảnh hưởng đến nội dung khoa 

học, phương pháp nghiên cứu hay kết luận của bài báo. Các tác giả hoàn toàn chịu trách nhiệm 

về nội dung và tính trung thực của toàn bộ kết quả được trình bày. 

• Vũ Đức Quang:  Xây dựng mô hình toán học và thực hiện mô phỏng số. 

• Nguyễn Xuân Bình: Xử lý dữ liệu và đánh giá kết quả so sánh với các phương 

pháp tham chiếu. 

• Nguyễn Nhật Nam: Phân tích lý thuyết, xây dựng phần mô tả phương pháp và hỗ 

trợ hoàn thiện các biểu thức RBF‑FD. 

• Vũ Phan Tú: Đề xuất ý tưởng nghiên cứu, phát triển thuật toán RBF‑FDTD, Điều 

phối nghiên cứu, rà soát học thuật, chỉnh sửa bản thảo và hoàn thiện bài báo để gửi 

đăng. 

Tất cả các tác giả đều đọc, đóng góp ý kiến và thống nhất với phiên bản cuối cùng của bài báo. 
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ABSTRACT
This paper presents a new simulation approach for electromagnetic transient analysis on lossy
transmission lines, based on combining the Radial Basis Function-based Finite-Difference Time-
Domain (RBF-FDTD). The proposedmethod overcomes limitations of the traditional FDTD scheme,
which relies on Taylor-series-based finite-difference operators, by employing RBFs to construct
more flexible and accurate numerical approximations. A new algorithm is introduced to determine
the optimal RBF shape parameter, enabling a balanced trade-off between accuracy, numerical sta-
bility, and computational efficiency. The algorithm minimizes local approximation error through
the use of a weight matrix and Taylor expansion, allowing the optimal parameter to be identified
without requiring an exact reference solution. The RBF-FDTDmethod is validated throughmultiple
transmission-linemodels under different loading conditions, including resistive, parallel RC, RL, and
parallel RLC terminations. Simulation results demonstrate that the method accurately reproduces
transient waveforms, closely matching reference solutions in terms of amplitude, reflection tim-
ing, and resonant characteristics, while maintaining numerical stability in the presence of losses.
Compared with the conventional FDTD method, RBF-FDTD shows clear advantages in modeling
nonuniform or distributed-parameter structures where high accuracy in spatial derivative approx-
imation is required. These findings confirm the potential of RBF-FDTD as a powerful and efficient
tool for transient analysis in power systems, and highlight its applicability to more complex con-
figurations such as branched transmission networks, grounding systems, and lightning-induced
transients.
Key words: Electrical transients, lossy transmission line, FDTD, RBF-FDTD, RBF
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